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Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition:; Ein nichtdeterministischer endlicher Automat
(NEA) ist ein 5-Tupel A=(Q, 2, 0, qo, F), wobei

» Q ist eine endliche Menge (die Zustande)
P 2 ist ein Alphabet
> O: Qx2—2Q ist die Ubergangsfunktion

P qo€Q ist der Startzustand

» FCQ ist die Menge der akzeptierenden Zustande
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Diskussion

Definitionen von DEA und NEA unterscheiden sich nur in
der Definition der Ubergangsfunktion

» DEA bildet Zustande in Zustande ab
» NEA bildet Zustande auf Menge von Zustanden ab
 Beachte: Menge kann leer sein!

» Erfordert entsprechende Anderungen bei erweiterter
Ubergangsfunktion und Sprache des Automaten
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Beispiel: DEA-Konstruktion o | 0 I
—qo |{90,q1} {qo}
D:5p 0 l qi {} g2}
2 % % *q2 | {} {}
—{qo} | {90 i} {qo}
{q/} % {q2}
g2} % %, op(q,a) = | ) on(r,a)

{90,q1} | {9091} {90 q2}

*{q0, 92} | {90 qi} {qo}

g1, q2} % {q2}
g0, 91,92} {9091} {90, g2}
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Anwendung: Suche nach Schlusselwortern

Problem: Durchsuchen von Datenstromen nach einer Menge
von Schlusselworten

» RSS feeds

» Google News Alerts

» Ebay Abgebote

» Gen-Sequenzen/Proteinkodierungen

Naive Losung: Speichern und sequentielle Suche

P Ineffizient in CPU und Speicher
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Suche nach Schlusselwortern (2)

Besser:

P Spezifiziere geeigneten NEA

» Konvertiere NEA in DEA

» Implementiere effizienten DEA-Interpreter

» Terminiere mit Ergebnis, wenn jemals Endzustand erreicht
wird
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Suche nach Schlusselwortern (3)

Beispiel:

» Suche nach {ebay, web}
) Z=Zascii

aOmO




Theoretische Grundlagen des Software Engineering Stephan Schulz

Suche nach Schlusselwortern (4)

Fakt:

» NEAs mit der Konstruktion wie im Beispiel konnen immer
in DEAs mit hochstens der selben Anzahl von Zustanden

umgewandelt werden.

» Diese Umwandlung kann effizient durchgefuhrt werden
(max O(|Q]J?), ~Anzahl der Buchstaben in allen
Schlusselworten)

» Deterministische endliche Automaten konnen effizient
evaluiert werden (Ubergangstabelle als Arrays: Konstante
ZLeit pro Zeichen)
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Suche nach Schlusselwortern (5)

Ergebnis der DEA-Konstruktion (Hopcroft, Motwani, Ullman):




Theoretische Grundlagen des Software Engineering Stephan Schulz

Anwendung: Erkenne FlieBpunktzahlen

FlieBpunkt-Zahlen:
» Optionales Vorzeichen (+/-)
Sequenz von Ziffern

4

» Dezimalpunkt
» Sequenz von Ziffern
4

Hochstens eine Ziffern-Sequenz darf leer sein
e Korrekt:1.,0.1,+.1,-3.1415,+123.
e Falsch:++13.1,7,+-.3,+,1231.89.8,.

|0
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FlieBpunkt-Automat
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e-NEAs

|dee: Erlaube Ubergange ohne ein Zeichen zu konsumieren
» Sogenannte €-Uberginge
» Uberspringen von optionalen Teilen

* Auf € uberspringen von Teilautomaten

» Alternativen vollstandig separiert

¢ (Gehe von Start auf € zu Subautomat

» Eindeutiger akzeptierender Zustand moglich

* Alte Endzustande — € eindeutiger neuer Zustand
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FlieBkomma-Erkennung mit €-NEA
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€e-NEAs Formal

Definition: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
e-Ubergangen (€-NEA) ist ein 5-Tupel E=(Q, Z, 9, qo, F),
wobei

» Q ist eine endliche Menge (die Zustande)

P 2 ist ein Alphabet
> O: Qx2U{e}—2R ist die Ubergangsfunktion

P qo€Q ist der Startzustand

» FCQ ist die Menge der akzeptierenden Zustande

| 4
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Beispiel: E-NEA als Tabelle
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€ +/- 0..9
—qo {qi} {qi} 2 2
q % % {q2} {q1, q4}
q2 % % % {qs}
g3 {qs} % % {qs}
q4 % % {q3} %
#qs % % % %
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€-Abschluss

Definition: Sei E=(Q, 2, , qo, F). Der €-Abschluss eines
Zustandes q ist rekursiv definiert wie folgt:

» qeECLOSE(q)

» Wenn p€ECLOSE(q), dann ist O(p, €)SECLOSE(q)

Informell: ECLOSE(q) ist die Menge aller Zustande, die von ¢
mit beliebig vielen €-Ubergingen erreicht werden kann

» Der €-Abschluss einer Menge von Zustanden PSQ ist:
ECLOSE(P) = | ] ECLOSE(q)

qce P

|6
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Beispiel €-Abschluf3

ECLOSE(q0)={q0,91}
ECLOSE(q1)={q/}
ECLOSE(q2)={q2}
ECLOSE(q3)={q3, g5}
ECLOSE(q4)={q4}
ECLOSE(q5)={qs)
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Komplexeres Beispiel

ECLOSE(1)= {1,2,3,4,6} ECLOSE(5)= {5,7}
ECLOSE(2)= {2,3,6} ECLOSE(6)= {6}
ECLOSE(3)= {3,6} ECLOSE(7)= {7}

ECLOSE(4)= {4}
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Erweiterte Ubergangsfunktion (€-NEA)

Definition: Sei E = (Q, 2, 9, qo, F) ein €-NEA mit

Ubergangsfunktion d. Die erweiterte Ubergangsfunktion 0 ist
rekursiv definiert wie folgt:

» 5(q,€) = ECLOSE(q) falls x=€ (Basisfall)

» Ansonsten kann x als wa mit we2* und a€2. geschrieben

werden. Dann gilt: §(g, wa) = ECLOSE( U o(r,a))
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Erweiterte Ubergangsfunktion - Belsplel

6(¢o,€) = ECLOSE(q0) = {q0. a1}
5(g0,1) = ECLOSE(6(qo,1) U6(q1,1))
= ECLOSE({q1,94}) = 141,94}
5(q0,1.) = ECLOSE({q2,qs}) = {42,435}
5(g0,1.2) = ECLOSE({gs}) = {43, 45}
5(go,1.23) = ECLOSE({Qs}) = 143,95}
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Sprache eines €-NEA

A

Definition: Sei E= (Q, 2,0,4o, F) ein €-NEA und 0 die
erweiterte Ubergangsfunktion zuo.

» E akzeptiert ein Wort weX*, wenn § (qo,w)NF # O&.
> L(E)={weX’| 5(qo,w)NF # O} ist die Sprache von E.

Frage: Sind €-NEAs machtiger als normale
(nichtdeterministische) endliche Automaten?

21
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Aquivalenz von DEAs, NEAs und €-NEAs

Theorem 4:

(a) Fur jeden deterministischen endlichen Automaten A gibt
es einen €-NEA B mit L(A)=L(B).

(b) Fur jeden €-NEA B gibt es einen deterministischen
endlichen Automaten A mit L(B)=L(A).

Korollar:

(a) Eine Sprache ist genau dann regular, wenn es einen €-
NEAgibt, der sie erkennt.

(b) €-NEAs und NEAs sind aquivalent.

22
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Beweis (Theorem 4a)

Behauptung: Fur jeden deterministischen endlichen
Automaten A gibt es einen €-NEA B mit L(A)=L(B).

Beweis:

» Laut Theorem 3 existiert ein NEA C=(Q, 2,5, qo, F) mitL
(A)=L(C)

» Sei & : (Q x X U{e}) — QQ,(S/(q,x) — {

{} wenn x = €

6(q,x) sonst
» Dann ist B=(Q, 2,9’ qo, F) ein €-NEA mit L(B)=L(C)=L(A.).
g.e.d.

23
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Beweis (Theorem 4b)

Behauptung: Fur jeden €-NEA B gibt es einen
deterministischen endlichen Automaten A mit L(B)=L(A).

Beweis (Skizze): Analog Theorem 3b, aber mit modifizierter
Teilmengen-Konstruktion.

24
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DEA-Konstruktion fur e-NEAs

Definition: Sei E=(QE, Z, Ok, qo,Fe) ein €-NEA.

Die Teilmengen-DEA-Konstruktion fur e-NEAs erzeugt einen
DEA D=(Qp, 2, Op, qp,Fp) wie folgt:

} QD=2QN
» gp=ECLOSE({qo})
» 6p(S,a) = ECLOSE(| J 65(r,a)) fiir alle SEQp, acX

reS

) FD={SEQD ‘ SﬂFE#@}

25
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Beispiel

Or | € a b C

—0{l,2} {0} {0} {}
U B U U
2 |4 U B U
(BILoU U U

» €-NEA E=({0,1,2,3},{a,b,c}, O, 0, {3})
» Sprache!

e Alle Worte, die auf a oder b enden

26
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Teilmengenkonstruktion gezielt!
Gesucht: D=(Qp, 2, Op, qp, Fp)
|dee: Erzeuge nur erreichbare Zustande! as-«
» gp=ECLOSE({0})={0,1,2} :=A

* Op(qp, a) = ECLOSE(0g(0,a) U Og(1,a) U Og(2,a)) =
ECLOSE({0, 3}) ={0,1,2,3} := B

* Op(qp, b) = ECLOSE(de(0, b) U Og(1,b) U 0g(2,b)) =
ECLOSE({0, 3}) = {0,1,2,3} (=B)

* Op(qp, c) = ECLOSE(0g(0,c) U 0g(1, c) U 0k(2,c)) = ECLOSE
({0}) =10,1,2} (= A)

27
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Teilmengenkonstruktion (2)
» B=1{0,1,2,3} ¢

a,b,c

* Op(B,a) = ECLOSE(dg(0,a) U Og(l, a) U dg(2,a) U Og(3,a))
= ECLOSE({0, 3}) ={0,1,2,3} (=B)

e Op(B, b) = ECLOSE(0£(0,b) U Og(l,b) U dg(2,b) U 0k(3,b))
= ECLOSE({0, 3}) ={0,1,2,3} (=B)

* Op(B, c) = ECLOSE(O£(0, c) U Og(1,c) U de(2,c) U de(3,¢)) =
ECLOSE({0}) = {0,1,2} (=A)

Also: D hat nur zwei erreichbare Zustande!

» Fo={{0,1,2,3}} = {B}

28
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Ergebnis der Teilmengenkonstruktion

D=(Qp, Z, Op,qp, Fp) mit oD a b C
> Qp={A,B} —-A={0,1,2}| B B A
*B={0,1,2,3}| B B A

P 2 wie gehabt

» Op nach Tabelle
) qD=A
4 FD={B}
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Erinnerung: Theorem 2

Theorem 2:Seien L, L;€2" regulare Sprachen.

(a) L, ist eine regulire Sprache.v

(b) L;UL; ist eine regulare Sprache. v
(c) LiNL;ist eine regulare Sprache. v
(d) LioL;ist eine regulare Sprache. <
(e) L;" ist eine regulare Sprache. <

(f) Jede endliche Sprache ist regular. v

30
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Beweis (Theorem 2(d))

Behauptung: Seien L, L,€3" regulare Sprachen. Dann gilt: L;0L;

ist eine regulare Sprache.

Beweis: Nach Theorem 3 existieren €-NEAs

A=(Qa, 2, 04, ga, Fa) mit L;=L(A) und

B=(Qg, 2, 08, gs, F8) mit L,=L(B).

Sei 0.B.A. QaNQs=D, |Fa|= {fa} und Oa(fs,a)={} fiir alle a€3.

31
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Beweis fortgesetzt

Betrachte E=(QaUQg, Z, O, ga, Fs) mit

04(¢,x)U{gp} wenn g€ Fy,x=¢

0(q,x) = 1 dB(q, ) wenn q € Qp
04(q,x) sonst

Dann gilt L(E)= L,oL,.

g.e.d.

32
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Beweis (Theorem 2(e))

Behauptung: Sei L;€Z™ eine regulare Sprache. Dann gilt: L, ist

eine regulare Sprache.

Beweis: Nach Theorem 3 existiert E-NEA A=(Q, Z, 0, qo, F) mit
Li=L(A). Sei o.B.A. |F|= {f} und 0(f,a)={} fur alle ae2.

Betrachte E=(QU{q0%}, Z, O’, qo’, FU{qo’}) mit

0 wenm g = gz # ¢
" wenn g = gh, z = e
6 (g, ) =
(4. ) 0(q,x) U{qo} wennq € F,x=¢
6(q, x) sonst

Dann gilt L(E)= L, g.e.d.

33
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Regulare und andere Sprachen

Verschiedene aquivalente Klassen von Automaten

» DEAs, NEAs, e-NEAs

Regulare Sprachen:

P Zeige: Es existiert ein endlicher Automat (Klasse egal)
P Oft einfacher:“Komfortablere” Automaten
Nichtregulare Sprachen:

p Zeige: Es gibt keinen Automaten in einer der Klassen

P Oft einfacher: Es gibt keinen DEA

T34
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Das Pumping Lemma fur regulare Sprachen

Theorem 5:Sei L eine regulare Sprache tiber Z*. Dann
existiert ein n€EN so dass fur alle weL mit |w|2n gilt:

» w kann in x,y,z€2" zerlegt werden, also w=xyz

b y#€ (y ist nicht das leere Wort)
> |xy|=n

> xykzel fir alle keNo (w kann “gepumpt” werden)

n hangt von L ab und heif3t die “pumping-Konstante” von L.

35
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Pumping-Lemma: Beweisidee

Vergleiche Theorem |.

» Wenn L regular, dann existiert (minimaler) DEA A mit
Zustandsmenge Q, der L akzeptiert.

» Betrachte n=|Q|+/

» Dann muss A beim Abarbeiten eines Wortes w mit Lange n
einen Zustand zweimal durchlaufen

» Diese Schleife entspricht dem Wort y in der Zerlegung

» Der Endzustand des Automaten ist unabhangig davon, wie
oft diese Schleife durchlaufen wird

36
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Pumping-Lemma: Anmerkungen

Das Lemma gilt trivial fur endliche Sprachen:

» Wabhle n als die Lange des langsten Worts in L

Das Lemma macht eine Aussage uber regulare Sprachen
» Wenn L regular, dann kann L gepumpt werden

» Umkehrschluss:Wenn L nicht gepumpt werden kann, dann
ist L nicht regular

» Falsch: Wenn L gepumpt werden kann, dann ist L regular!

o Es gibt nichtregulare Sprachen, die gepumpt werden
konnen!

37
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Ende

38
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Aufgaben

Sei 2={a,b}.Welche der folgenden Sprachen sind regular?
Beweisen Sie |hre Behauptungen.

(@) Li={a’"b"|n € N}

(b) L= {a*"a"|n € N}

(c) L3= {a*® |n € N}

(d) Ly={a" 0" |n,m € N,n > m}

(e) Ls= {waaazxabaybbbz|w, x,y,z € 3™}
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